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Types	
  of	
  Data	
  Analysis	
  

Standard	
  plots	
   Model	
  fi5ng	
   Refinement	
  and	
  
reconstruc;on	
  

Thiyagarajan	
  et	
  al.	
  JAC	
  2000	
   Rathegeber	
  et	
  al.	
  JCP	
  2000	
   Blum	
  et	
  al.	
  PNAS	
  2009	
  



Standard	
  Plots	
  

Advantage:	
  
•  Convenient	
  
•  Model	
  free	
  
•  Usable	
  for	
  complicated	
  systems	
  

Disadvantage:	
  
•  Qualita;ve	
  
•  Limited	
  Q	
  range	
  
•  Single	
  length	
  scale	
  
•  No	
  interac;on	
  



Model	
  Fi5ng	
  -­‐	
  Outline	
  

1.  P(Q)	
  and	
  S(Q)	
  
2.  Polydisperse	
  system	
  

3.  Non-­‐spherical	
  system	
  

4.  ScaUering	
  contrast	
  
5.  Derive	
  new	
  scaUering	
  func;ons	
  

Systems:	
  polymers,	
  colloids,	
  microemulsions,	
  superalloys…	
  



P(Q)	
  and	
  S(Q)	
  

𝐼(𝑄)=𝑛𝑃(𝑄)𝑆(𝑄)	
  

n:	
  number	
  density	
  
P(Q):	
  form	
  factor	
  –	
  single	
  molecule	
  structural	
  informa;on	
  
S(Q):	
  structure	
  factor	
  –	
  intermolecular	
  rela;ve	
  posi;on	
  

Only	
  valid	
  for	
  monodisperse	
  spherical	
  
par;cles	
  in	
  solu;on.	
  

Chapter	
  16,	
  J.	
  Pedersen	
  



Solving	
  S(Q)	
  

1	
  

2	
  

3	
  

Ornstein-­‐Zernike	
  (OZ)	
  Equa;on	
  

ℎ(𝑟)=𝑐(𝑟)+ℎ(𝑟)∗𝑐(𝑟)	
  

​ℎ↓12 = ​𝑐↓12 + ​𝑐↓13 ∗​ℎ↓23 	
  

h(r):	
  total	
  correla;on	
  func;on	
  
c(r):	
  direct	
  correla;on	
  func;on	
  

𝐹[ℎ(𝑟),𝑐(𝑟),𝑉(𝑟),𝑛]=0	
  

Closure	
  equa;on	
  

Percus-­‐Yevick,	
  MSA,	
  RMSA,	
  HNC,	
  Rogers-­‐Young,	
  Zerah-­‐
Hansen…	
  



Solving	
  S(Q)	
  (cont’d)	
  

Chen	
  et	
  al.	
  Macromolecules,	
  2007	
  
Chapter	
  3,	
  4,	
  5	
  



Example	
  1	
  –	
  Charge	
  Stabilized	
  Protein	
  

𝐷(𝑄)= ​𝐷↓0 ​𝐻(𝑄)/𝑆(𝑄) 	
  

Apoferri;n	
  



Example	
  2	
  –	
  Core	
  Shell	
  Structure	
  

Polystyrene-­‐polyisoprene	
  
(PS-­‐PI)	
  diblock	
  copolymer	
  in	
  	
  
di-­‐n-­‐butyl	
  phthalate	
  (DBP)	
  



Example	
  3	
  –	
  Star-­‐like	
  Polymer	
  

(Daoud	
  and	
  Co6on	
  J.	
  Phys.	
  1982)	
  



Polydisperse	
  System	
  

𝐼(𝑄)=𝑛𝑃(𝑄)𝑆(𝑄)	
  Monodisperse:	
  

𝐼(𝑄)=∫0↑∞▒𝑛(𝑅)𝑃(𝑄,𝑅)𝑑𝑅 	
  
Polydisperse	
  dilute:	
  

∫0↑∞▒𝑛(𝑅)𝑑𝑅 =1	
  
with	
  

Polydisperse	
  interac;ng	
  (binary	
  mixture):	
  

𝐼(𝑄)=[█■√⁠​𝑛↓1 𝑃(𝑄, ​𝑅↓1 ) &√⁠​𝑛↓2 𝑃(𝑄, ​𝑅↓2 )  ][█■​𝑆↓11 (𝑄, ​𝑅↓1 )&​𝑆↓12 (𝑄, ​𝑅↓1 , ​𝑅↓2 )@​𝑆↓21 (𝑄, ​𝑅↓1 , ​𝑅↓2 )&​𝑆↓22 (𝑄, ​𝑅↓1 ) ][█■√⁠​𝑛↓1 𝑃(𝑄, ​𝑅↓1 ) @√⁠​𝑛↓2 𝑃(𝑄, ​𝑅↓2 )  ]  

= ​𝑛↓1 𝑃(𝑄, ​𝑅↓1 )​𝑆↓11 (𝑄, ​𝑅↓1 )+ ​𝑛↓2 𝑃(𝑄, ​𝑅↓2 )​𝑆↓22 (𝑄, ​𝑅↓2 )+2√⁠​𝑛↓1 ​𝑛↓2 𝑃(𝑄, ​𝑅↓1 )𝑃(𝑄, ​𝑅↓2 ) ​𝑆↓12 (𝑄, ​𝑅↓1 , ​𝑅↓2 )	
  	
  
	
  

S12(Q,R1,R2)=S12(Q,R1,R2)	
  is	
  the	
  cross	
  correla;on	
  between	
  species	
  1	
  and	
  2	
  as	
  
the	
  par;al	
  structure	
  factor.	
  



Example	
  4	
  –	
  Binary	
  Mixture	
  



Non-­‐spherical	
  System	
  

𝛽(𝑄)= ​​‖⟨𝐹(​𝑄 )⟩‖↑2 /⟨​‖𝐹(​𝑄 )‖↑2 ⟩ = ​​‖⟨𝐹(​𝑄 )⟩‖↑2 /𝑃(𝑄) 	
  

𝐼(𝑄)=𝑛𝑃(𝑄)[1+𝛽(𝑄)(𝑆(𝑄)−1)]	
  

β(Q)	
  can	
  be	
  caused	
  by	
  both	
  the	
  asphericity	
  
and	
  polydispersity.	
  This	
  method	
  can	
  also	
  be	
  
applied	
  to	
  the	
  case	
  of	
  a	
  small	
  polydispersity	
  
(|β(Q)	
  -­‐1|<0.1).	
  



Example	
  5	
  –	
  Ellipsoidal	
  Micelle	
  

PEO-­‐PPO-­‐PEO	
  
triblock	
  copolymer	
  



Example	
  6	
  –	
  Microemulsion	
  

C12E4-­‐D2O-­‐octane	
  



Example	
  7	
  –	
  Carbon	
  Nanotube	
  

P84/water/p-­‐xylene	
  



Example	
  8	
  –	
  Micelliza;on	
  Kine;cs	
  



Derive	
  New	
  ScaUering	
  Func;ons	
  

𝑃(𝑄)=⟨​|𝐹(​𝑄 )|↑2 ⟩=⟨​|∫𝑉↑  ▒4𝜋𝜌(​𝑟 )​𝑒↑−𝑖​𝑄 ∙ ​𝑟  ​𝑑↑3 ​𝑟  |↑2 ⟩	
  

Li et al. J. Appl. Cryst. 44 545 (2011) 
Li et al. J. Appl. Cryst. 46 1551 (2013) 



Selec;on	
  on	
  systems	
  for	
  quan?ta?ve	
  analysis	
  using	
  scaUering	
  techniques:	
  

1. Single	
  component	
  in	
  a	
  certain	
  length/;me	
  scale	
  	
  

2. Monodisperse	
  (β(Q)	
  in	
  S.-­‐H.	
  Chen,	
  Ann.	
  Rev.	
  Phys.	
  Chem.	
  1986	
  37,	
  351-­‐399.)	
  

3. No	
  aggrega;on	
  (Aggrega;on	
  does	
  not	
  dominate	
  the	
  scaUering.)	
  

4. Not	
  too	
  dilute,	
  not	
  too	
  concentrated	
  (1%	
  <	
  φv	
  <	
  40%)	
  

Requirements	
  for	
  Model	
  Fi5ng	
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